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Cursul precedent

Modelare si analiza

v" Diferenta dintre analiza datelor si modelarea
datelor

Decizie manageriala
v Rolul deciziei in procesul de management

Analiza calitativa si analiza cantitativa

Model matematic

v Functia obiectiv, variabile de decizie,
constrangeri, solutie optima

Aplicatii economice
v Cost, venit, profit, prag de rentabilitate

Suport curs MADDM - Lacrimioara Grama - CC BY-NC-SA 4.0


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/?ref=chooser-v1
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/?ref=chooser-v1

La finalul acestui curs, studentii vor putea sa:
» explice conceptul de programare liniara;

» formuleze un model LP pornind de la o problema
manageriala;

» identifice functia obiectiv, variabilele de decizie si
constrangerile;

» rezolve grafic probleme LP cu doua variabile;
» interpreteze solutia optima si resursele neutilizate;

» recunoasca situatii speciale: solutii alternative, nefezabile
si nemarginite

Suport curs MADDM - Lacrimioara Grama - CC BY-NC-SA 4.0
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Cuprins
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Programarea liniara

» Formularea problemei
» Metoda grafica

Problema LP de maximizare

» Formularea problemei
» Modelul matematic
» Metoda grafica

= Variabile de reducere

Problema LP de minimizare

» Metoda grafica
» Variabile de surplus

Situatii speciale in problemele de programare liniara

» Solutii optimale alternative
» Solutii nefezabile
» Solutii nemarginite
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Programarea liniara (LP)

[Ce este LP?

Programarea liniara (linear programming) este o metoda
de alegere a unei solutii atunci cand obiectivul si
\constréngerile sunt liniare

J
(Ce urmarim? )

Obiectiv: maximizarea sau minimizarea unei cantitati:
profit, cost, timp sau resurse
» Toate problemele LP au constrangeri care limiteaza gradul in

\_ care poate fi urmarit obiectivul )
\

[Ce cautam?
Solutie fezabila = solutie care satisface toate constrangerile
O solutie optima: solutie fezabila care ofera cea mai buna

CLIL:
. il |||

-
°

;r
@

Pentru doua variabile de decizie,
problema poate fi rezolvata grafic

\valoare a functiei obiectiv )
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Programarea liniara (LP) (cont.)

-~ ~N @lica’;iile LP sunt variatﬁ
Problema LP

Dupa natura problemei:
Functie obiectiv liniara + constrangeri liniare = planificarea si controlul
Constrangeri liniare = functii liniare productiei,
\restric’gionate prin relatiide tip <, =sau 2 Y, = distributia in retele,
= alocarea resurselor
(Forme ale problemei LP \ Dupé sect.orul industrial.: v
= industrie manufacturiera,
Forma primala: formularea initiala a problemei = energie,
Forma duala: formulare asociata problemei = transporturi,
primale; in general, maximizarea devine = telecomunicatii,

@lnlmlzare, Sl invers J kﬁnante /
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e —
FOI'mLI'.al"ea pI’Oblemei Pasii pentru formularea modelului LP

1. intelegerea 2. Descrierea
problemei obiectivului

G)rmularea/modelarea problemei \

Procesul de transpunere a unui enunt

veeiarl &1 L [0 SIS i ekl 4. Definirea 3. Descrierea fiecarei

matematic variabilelor de decizie constrangeri
Fiecare problema LP are caracteristici

specifice, dar majoritatea problemelor

QJ si elemente comune /

5. Scrierea functiei 6. Scrierea

obiectiv constrangerilor

in termenii variabilelor in termenii variabilelor
de decizie de decizie
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e
Formularea problemei (cont.)

Ex: Un agricultor are la dispozitie H hectare de teren arabil, E unitati de ingrasamant si I unitati de
insecticid. Pe teren poate cultiva grau sau porumb. Graul necesita E; ingrasamant/ha si I;
insecticid/ha, iar porumbul necesita E, ingrasamant/ha si I, insecticid/ha.

Daca P; si P, reprezinta venitul net/ha pentru grau, respectiv porumb, se doreste determinarea
suprafetei optime cultivate cu fiecare cultura.

Obiectiv
Maximizarea venitului net total

J

| Constrangeri )

] C1: Suprafata cultivata cu grau si porumb < suprafata disponibila
CZ Ingrasamantul utilizat pentru cele doud culturi < Tngrdsdmant disponibil
C3: Insecticidul utilizat pentru cele doua culturi < insecticid disponibil )

e b

x1 — nhumarulde ha cultivate cu grau
X, —numarul de ha cultivate cu porumb)
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Formularea problemei (cont.)

Ex: Un agricultor are la dispozitie H hectare de teren arabil, E unitati de ingrasamant si I unitati de insecticid. Pe teren poate
cultiva grau sau porumb. Graul necesita £, ingrasamant/ha si /; insecticid/ha, iar porumbul necesita E, ingrasamant/ha si I,

insecticid/ha.
Daca P; si P, reprezinta venitul net/ha pentru grau, respectiv porumb, se doreste determinarea suprafetei optime cultivate cu
fiecare cultura.

Obiectivin termenii variabilelor de decizie

Contributia graului: P; x4
Contributia porumbului: P,x,

Functia obiectiv:

- /
(Constréngeri in termenii variabilelor de decizie \
C1: (ha cultivate cu grau si porumb) < (ha disponibile)
C2: (tngrasamant utilizat) < (ingrasamant disponibil)
C3: (insecticid utilizat) < (insecticid disponibil)

\Agricultorul nu poate cultiva un numar negativde ha: x; =0, x, = OJ
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e
Formularea problemei (cont.)

Ex: Un agricultor are la dispozitie H hectare de teren arabil, E unitati de ingrasamant si [ unitati de insecticid. Pe teren poate
cultiva grau sau porumb. Graul necesita E; ingrasamant/ha si I; insecticid/ha, iar porumbul necesita E, ingrasamant/ha si I,
insecticid/ha.

Daca P; si P, reprezinta venitul net/ha pentru grau, respectiv porumb, se doreste determinarea suprafetei optime cultivate cu
fiecare cultura.

~

» Modelul matematic complet /Max Pix; + Pyx, (functia obiectiv)
s.t. x; +  x H (ha plantate)
Eix, + E;x, E (ingrasaminte utilizate)
Lxy + ILxy I (insecticid utilizat)
0 (nenegativitate) )

IV IA A IA

K X1, X9

4 )

Pentru n variabile de decizie x¢, x5, x3, ***, X,,, functia obiectiv este o aplicatie liniara de forma:
aixq + Ay X-H + a3z X3 + -+ AnXn

Solutia optima este setul de valori ale variabilelor de decizie care optimizeaza functia obiectiv si
respecta toate constrangerile
g : Y,
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e
Aplicatii tipice de programare liniara

Ex: O firma doreste sa-si planifice productia si sa dezvolte o politica de inventariere care sa satisfaca
viitoarele cerinte de piata. Obiectivul este de a maximiza productia totala si costurile de inventar,
satisfacand complet cererea pietei. Restrictiile sunt date de cerere si de capacitatea de productie.

Ex: Un analist financiar are de ales un portofoliu de investitii dintr-o varietate de stocuri si alternative
de investitii corespunzatoare. Problema consta in stabilirea portofoliului ce maximizeaza castigul
investitiei. Restrictiile sunt determinate de venitul total alocat investitiilor si de plafonul maxim al
investitiei intr-un anumit domeniu.

Ex: Un manager de marketing doreste sa aloce bugetul destinat publicitatii in diferite mijloace
media: radio, TV, ziare, reviste, internet. Doreste sa afle solutia ce maximizeaza eficienta publicitatii.
Restrictiile sunt date de valoarea bugetului alocat publicitatii si de disponibilitatea mijloacelor
media.

Ex: O companie are magazine de desfacere in mai multe orase din tara. Tinand seama de cererile
locale, incearca stabilirea cantitatilor de produse ce vor fi expediate fiecarui magazin, a.i. costurile
totale de transport sa fie minime. Restrictiile sunt date de cantitatea de produse furnizate fiecarui
magazin.
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Metoda grafica
( ° oo ° ° ° \
Se aplica pentru probleme LP cu doua variabile Multimea solutiilor admisibile
de decizie Multimea valorilor variabilelor x; si
sz care indeplinesc constrangerile

Primul pas \

Determinarea multimii solutiilor admisibile / \
» Pentrux; = 0six; = 0= primul cadran Daca o problema LP are solutie optima,
> Se reprezinta grafic fiecare constrangere atunci cel putin o solutie optima se afla
(ajx1 + bjx, < ¢j sauajx; + bjx, = ¢j,j = 1,p) intr-un punct extrem al multimii solutiilor
= Se deseneazd dreapta a;x; + bjx, = cj care admisibile
imparte planulin dous regiuni, R/ si R’ > Aceste varfuri se numesc puncte de
" Se pastreaza regiunea care satisface extrem ale multimii solutiilor admisibile
constrangerea \ ’ ’ /

= |ntersectia regiunilor este multimea solutiilor
K admisibile /
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R R R R,
Pasii metodei grafice

1. Se reprezinta grafic multimea solutiilor 2. Se determina punctele de extrem ale
admisibile regiunii admisibile

4. Se identifica punctul de extrem cu 3. Se calculeaza functia obiectivin
valoarea optima fiecare punct de extrem

5. Coordonatele punctului optim dau
solutia optima
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Cuprins

Problema LP de maximizare

»Formularea problemei
»Modelul matematic
»Metoda grafica

= Variabile de reducere
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e
Problema LP de maximizare a profitului

Ex: Firma X produce genti de voiaj. In urma discutiilor cu un distribuitor important, managerul firmei are
oportunitatea de a introduce pe piata doua modele noi: genti standard si genti de lux. Distribuitorul este
dispus sa cumpere productia realizata in urmatoarele trei luni.

Producerea fiecarei genti implica patru operatii: croire si vopsire, coasere, finisare, respectiv verificare si
ambalare. Numarul de ore disponibile in fiecare departament este limitat. Dupa analiza previziunii
volumului de munca, managerul de productie estimeaza ca, pentru urmatoarele trei luni, sunt disponibile
630 ore pentru croire si vopsire, 600 ore pentru coasere, 708 ore pentru finisare si 135 ore pentru verificare
si ambalare.

Analizand procesul de fabricatie, managerul constata ca:

» Pentru o geanta standard sunt necesare: 7/10 ore pentru croire si vopsire, 1/2 ore pentru coasere, 0 ora pentru
finisare si 1/10 ore pentru verificare si ambalare.

» Pentru o geanta de lux sunt necesare: 1 ora pentru croire si vopsire, 5/6 ore pentru coasere, 2/3 ore pentru finisare
si 1/4 ore pentru verificare si ambalare.

Departamentul de contabilitate a estimat, pe baza costurilor variabile relevante, ca fiecare geanta standard
aduce o contributie la profit de 10 lei, iar fiecare geanta de lux aduce o contributie la profit de 9 lei.

Obiectivul firmei este de a determina numarul optim de genti standard si de genti de lux care trebuie
produse in urmatoarele trei luni, astfel incat profitul total sa fie maxim.
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e
Formularea problemei

> Intelegerea problemei: din enuntul problemei extragem elementele necesare pentru formularea modelului
LP: obiectivul, constrangerile si variabilele de decizie

Obiectiv Obiectivul firmei este de a determina numarul optim de genti standard si de genti de
Maximizarea contributiei totale la profit lux care trebuie produse in urmatoarele trei luni, astfel incat profitul total sa fie maxim.

Maximizarca

ot (Constréngeri \
- C1: Orele utilizate pentru croire si vopsire < orele disponibile
C2: Orele utilizate pentru coasere < orele disponibile
C3: Orele utilizate pentru finisare < orele disponibile
\04: Orele utilizate pentru verificare si ambalare < orele disponibilej

Producerea fiecarei genti implica patru operatii:

Variabile de decizie (intrari controlabile) Managerul firmei doreste croire si vopsire, coasere, finisare, respectiv

o . sa produca doua noi verificare si ambalare. Numarul de ore
5 —numarulde Al standard produse modele: genti de pret disponibile in fiecare departament este limitat.
L —numarulde genti de lux produse mediu si genti de lux.
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e
Formularea problemei (cont.)

Contributia gentilor standard:
Contributia gentilor de lux: 9L

Functia obiectiv:

.

Obiectiv in termenii variabilelor de decizie

Dupa analiza previziunii volumului
de munca, managerul de productie
estimeaza ca, pentru urmatoarele
trei luni, sunt disponibile 630 ore
pentru croire si vopsire, 600 ore
pentru coasere, 708 ore pentru
finisare si 135 ore pentru verificare
siambalare.

Analizand procesul de fabricatie, managerul constata ca:

Firma X produce genti de voiaj. [...] genti standard si genti de lux.
[...]
10S Departamentul de contabilitate a estimat [...] ca fiecare geanta standard aduce o
contributie la profit de 10 lei, iar fiecare geanta de lux aduce o contributie la profit de 9 lei.
Obiectivul firmei este de a determina numarul optim de genti standard si de genti de
/ lux care trebuie produse in urmatoarele trei luni, astfel incat profitul total sa fie maxim.
ﬁonstréngeri in termenii variabilelor de decizie \
C1: (ore utilizate pentru croire si vopsire) < (ore disponibile)
C2: (ore utilizate pentru coasere) < (ore disponibile)
C3: (ore utilizate pentru finisare) < (ore disponibile)
C4: (ore utilizate pentru verificare si ambalare) < (ore disponibile)
Qu se pot produce un numar negativde genti: S >0, L =0 /

= Pentru o geanta standard sunt necesare: 7/10 ore pentru croire si vopsire, 1/2 ore pentru coasere, o ora pentru finisare si 1/10 ore pentru

verificare si ambalare.

= Pentru o geanta de lux sunt necesare: 1 ora pentru croire si vopsire, 5/6 ore pentru coasere, 2/3 ore pentru finisare si 1/4 ore pentru

verificare si ambalare.
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Modelul matematic
/ Max 10S + O9L (functia obiectiv) \
7
- st —S + 1L < 630 croire si vopsire
» Modelarea matematica a 10 ( si vopsire)
i 5 1 5
problemei este acum completa s 1+ 21 < 600 )
= Am reusit sa traducem obiectivul 2 6
Si Constréngerile probl.emeiTntr-un 1S  + EL < 708 (finisare)
set de relatii matematice (= model 3
matematic 1 1
) 1—05 + —-L < 135 (verificare siambalare)

4
k S, L = 0 (nenegativitate) /

» Trebuie sa gasim combinatia (S, L) care satisface toate constrangerile si maximizeaza functia
obiectiv

= Aceasta combinatie reprezinta solutia optima a problemei

Suport curs MADDM - Lacrimioara Grama - CC BY-NC-SA 4.0


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/?ref=chooser-v1
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/?ref=chooser-v1

e
Ipotezele modelului LP

» Pentru ca un model de programare liniara sa fie adecvat, sunt necesare urmatoarele ipoteze:

/Proportionalitatea \ /Aditivitatea \ / \

Divizibilitatea
Contributia la functia Valoarea functiei obiectiv si Variabilele de decizie sunt
obiectiv si cantitatea de resursele totale utilizate se continue si pot lua orice
resurse.utlllzate sunt ob’gm.prm”msumarea valoare mai mare sau egal3
proportionale cu valoarea contributiilor tuturor cuU zero

Qecéreivariabile de decizie/ @riabilelorde decizie / \ /

Observatie: Modelele LP sunt o subclasa a modelelor de programare matematica. Ele contin o
functie obiectiv si un set de constrangeri, toate exprimate prin functii liniare
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Max 10S + 9L (functia obiectiv) \
° w 7 o .
MetOda graflca s.t. 1—05 + 1L < 630 (croire si vopsire)
%S + ZL < 600 (coasere)
o . .. T . 2 .
1) Desenam multimea solutiilor admisibile/ regiunea 15+ 3L = 708 (finisare)
fezabila (Valorile pentru S $| L) %S + %L < 135 (verificare si ambalare)
= Pe abscisa valorile lui S; pe ordonata valorile lui L N L2 v (nenegativitate)  /
= S,L >0 = cadranull 1200 Solutii (regiuni) admisibile
[ 11 - croire si vopsire
1000 7

C1:7/10S + 1L < 630

Dreapta asociata constrangerii: 1105 + L =630 - 800 T |
S=0=L=630 EEDD- |

6300 3
L:O:>S:T:900 400 L |

— Regiunea admisibila pentru C1 este semiplanul de sub 200
dreapta care trece prin punctele (0, 630) si (900, 0)

D i i i i i i
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Genti standard (S)
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Max 10S + 9L (functia obiectiv) \
° () 7
Metoda graflca (cont ) st =S + 1L < 630  (croiresivopsire)
[ J
%S + ZL < 600 (coasere)
o . .. T . 2 -
1) Desenam multimea solutiilor admisibile/ regiunea 15+ g = e (i)
fezabila (Valorile pentru S $| L) %S + %L < 135 (verificare si ambalare)
\ S L =

0 (nenegativitate) /

Solutii (regiuni) admisibile

1200 T T T
[ ¢ - croire si vo psire
[ ]C2-cusat
C2:1/25 +5/6L < 600 1000 | .
1 5
§S+6L=600 jBDD_ |
S=0=1L= x5
L s00f .
L = O = S = 'E
&

400

— Regiunea admisibila pentru C2 este semiplanul de sub

dreapta care trece prin punctele (O, ) si( , 0) =1

D i i i i i i
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Genti standard (S)
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Max 10S + 9L (functia obiectiv) \
° w 7
Metoda graflca (cont ) st =S + 1L < 630  (croiresivopsire)
°
%S + ZL < 600 (coasere)
o . .. T . 2 .
1) Desenam multimea solutiilor admisibile/ regiunea 15+ g = e (i)
fezabila (Valorile pentru S $| L) %S + %L < 135 (verificare si ambalare)

k S L = 0 (nenegativitate) /

Solutii (regiuni) admisibile

1200 T T T
[ 11 - croire si vopsire
[ ]C2-cusat
C3:15+2/3L <708 1000 [ Ic3-finisare |
__ BOOF N 1
S=0=>1L-= <
=09 = % 600 [ 1
5
&
400 7
— Regiunea admisibila pentru C3 este semiplanul de sub
dreapta care trece prin punctele (O, ) si ( , 0) 200 | 1
] : : A . . '
] 200 400 600 800 1000 1200 1400

Genti standard (S)
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Max 10S + 9L (functia obiectiv) \
° w 7
Metoda graflca (cont ) st =S + 1L < 630  (croiresivopsire)
°
%S + ZL < 600 (coasere)
o . .. T . 2 .
1) Desenam multimea solutiilor admisibile/ regiunea 15+ g = e (i)
fezabila (Valorile pentru S $| L) %S + %L < 135 (verificare si ambalare)

k S L = 0 (nenegativitate) /

Solutii (regiuni) admisibile

1200 T T T
[ ¢t -croire si yopsire
[ ]c2-cusat
C4:1/108 +1/4L < 135 1000 :lgj:ﬁnif.:re o ro—
. BODF N i
S=0=>L= <
=0=95= 8 s00f .
5
&0

400
— Regiunea admisibila pentru C4 este semiplanul de sub

dreapta care trece prin punctele (0, ) si ( , 0) 200 1

Hx\x \
i N"" i i

D i i i
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Genti standard (S)
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Metoda grafica (cont.)

Solutii (regiuni) admisibile
1200 . . . .

' Idee-cheie
[ le1 -croire si vopsire ) B o ) .
[CJc2- cusut Multimea solutiilor admisibile = intersectia
1000 F - 1C3 - finisare - . . .
C4 - verificare si ambalare reglun|l0r Obt|nute
. 800 r
=l A o
5 » Constrangerea data de coasere (C2) este
- (%
9 600 redundanta:
€ = Regiunea fezabila ar fi aceeasi si fara aceasta
© 400 constrangere
= Exista suficient timp disponibil in departamentul
de coasere pentru orice nivel de productie permis
200

de celelalte constrangeri

= Prin urmare, C2 nu modifica regiunea fezabila si,
implicit, nu poate afecta solutia optima
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 ’
Genti standard (S)
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Metoda grafica (cont.)

2) Calculam coordonatele varfurilor regiunii fezabile

. 0(0, O) 1200
= A(0,540) <« C4
= B(300,420) « C1siC4 1000
= C(540,252) « C1siC3 o
= D(708,0) « C3 %
: © 600
Ex: calculul coordonatelor punctului B E
o
7 ©
(C1) ToS+ 1L =630 0] 100
1 1 : +
(C4) 7S +7L=135|-(=7)
200
- s1s =22 g
= 2L = =——-=
(630 —420)-10 0
=S5 = = 300

7
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Solutii (regiuni) admisibile

|:|C1 - croire si vopsire
[ ]c2- cusut
[ |C3-finisare

C4 - verificare si ambalare

E(B{]
multimea solutiilor
admisibile
0(0* 0] | | | Dlal( ?ﬁﬁ' I\l
T
0 200 400 600 800 1000 1200

Genti standard (S)
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e
Metoda grafica (cont.)

3) Calculam valoarea functiei obiectiv 10S 4+ 9L in punctele de extrem
= 0(0,0) =10:-04+9:0=0
= A(0,540) =
= B(300,420) =
= €(540,252) =
= D(708,0) =

4) ldentificam punctul de extrem in care valoarea functiei obiectiv este maxima (in punctul

valoare functiei obiectiv este )
5) Coordonatele acestui punct sunt valorile optimale: § = SiL =
Concluzie
Prin producerea a genti standard si genti de lux se obtine un profit maxim de lei
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Interpretarea solutiei optime

Solutia optima
900 . .

o ooy T vopete > In punctul optim S = 540, L = 252, constrangerile active sunt
o0 Lin fitulul im: 108 + 9L _igi:zg;isg:re si ambalare C1 $I C3
700 PR : — Acestea sunt constrangerile care determina punctul optim si
500 b utilizeaza integral timpul disponibil
X 500 | Solutia opfima » Constrangerile C2 si C4 nu sunt active in punctul optim
ﬁ 400 G s — Prin urmare, ramane capacitate neutilizata in aceste doua
k- departamente
300 R
- | » In plus fata de solutia optima si contributia la profit asociata,
\ conducerea firmei va dori probabil informatii despre timpii de
100 ] productie necesari pentru fiecare operatiune in parte
O W0 200 W0 400 60 610 700 800 900 1000 1100 = Putem determina aceste informatii prin inlocuirea valorilor solutiei
Genti standard (S) optime (S = 540, L = 252) in constrangeri
» Timpii de productie (in ore) utilizati, in cazul profitului maxim: N\
’ - Concluzie manageriala
= Croire sivopsire: 7/10 - 540 + 252 = 630 (0 ore nefolosite) o . 8 L 5
= Coasere:1/2 540+ 5/6 - 252 = 480 (120 ore nefolosite) Exista capacitate neutlllzat.a. n doqa
= Finisare: 540 + 2/3 - 252 = 708 (0 ore nefolosite) dep;rfam)ente (BREEIes VElee D 5l
ampalare
= Verificare siambalare: 1/10 - 540 + 1/4 - 252 = 117 (18 ore nefolosite) J
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Variabile de reducere

Uneori, in problema LP se adauga variabile asociate constrangerilor de tip <, denumite variabile de

reducere (slack variables)
» Acestea indica resursa neutilizata

» Functia obiectiv nu se modifica, deoarece variabile de reducere nu contribuie la profit, deci au coeficient 0

6ax 10S +9L +0s; +0s, +0s3 +0s,4

7
s.t. ES +1L +1s4
1 5
ES +8L +1Sz
2
1S +351 +1s3
- S +1L +1
10 4 S4

k S, L, S1, S5, S3, Sy

\Y

630

600

708

135 (verificare si ambalare)

0

(functia obiectiv) \

(croire si vopsire)
S p
(coasere)

(finisare)

(nenegativitate) j

In solutia optima
S =540,L = 252:

s1;=0
s, =120
s3 =0
s, =18

» Dupa introducerea variabilelor de reducere, constrangerile devin egalitati, iar modelul LP este

scrisin forma standard pentru rezolvare
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e
Efectul modificarii profitului asupra solutiei optime

Solutia optima

QDD T T T T T T T T
Ex: Sg presupunem ca, pentru flrma X, 1 - croire si vopsire
contributia la profit a unei genti standard scade 800+ [_Jc2- cusut -
la 5 lei, iar contributia unei genti de lux rAmane o L3 finzare |
. T L . e o A 700 Solutia optima C4 - verificare si ambalare |
9 lei. Restrictiile privind timpii de lucru raman (S =300, L = 420)
aceleasi. 500 |
=)
» Se modifica doar functia obiectiv: 3 500 :
Max 5S4+ 9L S
= 400 -
€
> Regiunea fezabild ramane aceeasi, © 200 inia profitylui maxim: 5S + 9L = 5280

deoarece constrangerile nu se modifica

Concluzie 100 H \

Noua solutie optima este S = 300, L = 420, cu 0 | | | | | | N |

profit maxim de 5280 lei 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100
Genti standard (S)
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Observatii

ﬁariabile de reducere

In forma standard a unui model LP, coeficientii
functiei obiectiv pentru variabilele de reducere sunt
zero

—> Variabilele de reducere (care reprezinta resurse
neutilizate) nu afecteaza valoarea functiei
obiectiv

Totusi, in unele aplicatii, resursele neutilizate pot fi
valorificate/vandute

N
.

In acest caz, ele pot primi coeficienti nenuli in functia

@ectiv, corespunzatori profitului asociat vénzériiy

~

6nstréngeri redundante \

Constrangerile redundante nu
modifica regiunea fezabila

— Ele pot fi eliminate din model fara
a afecta solutia optima

Totusi, daca modelul este rezolvat din
nou pentru alte date, o constrangere
anterior redundanta poate deveni
neredundanta sau activa

da

De aceea, in practica, se recoman
&éstrarea constrangerilorin model/

Idee-cheie: variabilele de reducere si constrangerile redundante nu sunt doar elemente matematice,

ci ajuta la interpretarea manageriala a modelului
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Cuprins

Problema LP de minimizare

»Metoda grafica
»Variabile de surplus
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Problema LP de minimizare a costului

Ex: O fabrica de produse chimice produce doua produse, A si B, utilizate ca materii prime de companii
producatoare de sapunuri si detergenti. Pe baza inventarului curent si a cererii estimate pentru luna urmatoare,
managerii au stabilit ca productia totald a produselor A si B trebuie sa fie de cel putin 350 tone. In plus, trebuie
onorata comanda unui client important pentru cel putin 125 tone de produs A.

Produsul A necesita 2 ore de procesare pe tona, iar produsul B necesita 1 ora de procesare pe tona. Pentru luna
urmatoare sunt disponibile cel mult 600 ore de procesare.

Costurile de productie sunt de 2 mii lei/tona pentru produsul A si 3 mii lei/tona pentru produsul B. Obiectivul
managerilor este satisfacerea cererintelor de productie cu un cost total minim.

» Pentru a determina programul de productie cu cost minim, formulam problema ca model LP

~

TR -
Variabile de decizie (Constréngeri in termenii variabilelor de decizie \

A - numarul de tone fabricate din produsul A C1: T e A e

\B — numarul de tone fabricate din produsul B)

C2: (productie totala minima)
e N\ . . a2
Obiectiv in termenii variabilelor de decizie | | 3 (Gapacitate maximaide|procesare)
Min 2A + 3B \Nu se pot produce cantitati negative:4A =0, B =0 J
\_ J
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e
Modelul matematic al problemei de minimizare

» Reamintire: fabrica produce doua produse, A si B. Se urmareste satisfacerea cerintelor de
productie cu un cost total minim, tindnd cont de cererea minima si de timpul maxim de
procesare disponibil

» Modelul matematic complet

Min 24 +3B (functia obiectiv)

s.t. 14 > 125 (cerere produs A)
1A +1B = 350 (productie totala)
2A +1B < 600 (timp procesare)
A, B >

0 (nenegativitate)
%

\_

Idee-cheie: spre deosebire de problema de maximizare, aici cautam solutia
fezabila cu valoarea minima a functiei obiectiv
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Metoda grafica

» Avand doar 2 variabile de decizie se poate aplica
metoda grafica

1) Desenam multimea solutiilor admisibile

= Pe abscisa valorile lui A; pe ordonata valorile lui B
= A B > 0 = cadranul |

C1:14 = 125

C2:1A+ 1B = 350

A=0=>B=

B=0=>A4=
C3:2A+ 1B < 600

A=0>B =

B=0=>4
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600

500

400

Produs B [tone]
(8]
o
=

200

100

Solutii (regiuni) admisibile

I C1 - cerere produs A
Il C? - productie totala
- C3 - timp procesare

100 200 300 400 500
Produs A [tone]

Multimea solutiilor admisibile

= intersectia regiunilor obtinute

600
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Metoda grafica (cont.)

2) Calculam coordonatele punctelor de extrem ale
regiunii obtinute

3) ldentificam punctul de extrem in care valoarea
functiei obiectiv 24 + 3B este minima:

M:

N:

P:

4) Coordonatele acestui punct sunt valorile optimale:
A= SiB =
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600

500

400

Solutii (regiuni) admisibile

Produs B [tone]
(%]
o
)

multimea
solutiilor

e

N(125, 350) admisibile

I C1 - cerere produs A
I C: - productie totala
Blc:- timp procesare

200 |- M(125, 225) |
100 F & P(250, 100) -
0 100 200 300

Produs A [tone]

400 500 600
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Interpretarea solutiei

» Costul minim este 800 mii lei si se obtine pentru
A = 250 tonesi B = 100 tone

» Productia totala dorita de 350 tone este atinsa
exact: 250 + 100 = 350

» Timpul maxim de procesare este utilizat integral:

2-250+ 100 =600

» Cererea minima pentru produsul A este
depasita: 250 > 125

» Constrangerea privind cererea minima pentru
produsul A nu este activa in solutia optima
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600

500

400

Produs B [tone]
(%)
=
=

200

100

Solutia optima

B C1 - cerere produs A
Il C? - productie totala
- C3 - timp procesare

solutia optima
(A=250, B=100)

2A + 3B = 800

0 100

300 400 500

Produs A [tone]
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e
Variabile de surplus

In problemele LP, pentru constrangerile de tip =, se introduc variabile de surplus (surplus variables)
» Variabilele de surplus indica depasirea nivelului minim impus de constrangere
> In functia obiectiv, aceste variabile au coeficient 0, deoarece nu modifica valoarea costului/profitului

» Pentru transformarea inegalitatilor in egalitati
= La constrangerile de tip =, variabilele de surplus se scad
= La constrangerile de tip <, variabilele de reducere se adauga

@lin 2A +3B +0s; +0s, +0s3 (functia obiectiv)\
» Dupa introducerea acestor variabile, st 14 _1s — 125 (cerere produs A)
modelul matematic devine: o ! p. y
1A +1B —1s, = 350 (productie totala)
Pentru solutia optima A = 250, B = 100: 24 +1B +1s3 = 600 (timp procesare)
s; =125,s, =0sis; =0 \_ A, B, S1, So, S3 > 0 (nenegativitate) ) )
(Interpretare A

s, = 125: se produc cu 125 tone peste cererea minima pentru produsul A
s, = 0: productia totala este exact 350 tone
\s3 = U:timpul de procesare este utilizat integral )
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Variabile de reducere si variabile de surplus

~

Nariabile de reducere
O constrangere de tip:

a;xq + bix, < ¢
se transforma prin adaugarea unei variabile

de reducere:
\ a;x; + bjx, +5; = ¢ J

/Variabile de surplus

O constrangere de tip:

a;xq, + bix, = ¢
se transforma prin scaderea unei variabile
de surplus:

\ ajxqy+bix, —s; =¢

~

J

introduc in functia obiectiv cu coeficient 0

se adauga, iar variabilele de surplus se scad

@rmé standard

/Pentru a obtine forma standard a modelului LP, variabilele de reducere sivariabilele de surplus se\
Inegalitatile care definesc constrangerile se transforma in egalitati astfel: variabilele de reducere

Pentru rezolvarea problemelor LP prin metoda grafica nu este necesara scrierea modelului in

J
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Cuprins

Situatii speciale in problemele de

programare liniara

» Solutii optimale alternative
» Solutii nefezabile
» Solutii nemarginite
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Situatii speciale in problemele LP

Solutii optime alternative

Solutii inexistente
(problema nefezabila)

Solutii nemarginite
(problema nemarginita)
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Solutii optime alternative

» Daca o dreapta de nivel a functiei obiectiv coincide cu o latura a frontierei multimii solutiilor
admisibile, atunci exista solutii optime alternative: toate punctele de pe acel segment sunt
optime

Ex: Consideram exemplul cu gentile de voiaj, cu aceleasi constrangeri, dar presupunand ca profitul

pentru o geanta standard este 6.3 lei.

» Modelul matematic devine

Max

S. L.

\_

6.35
0.75
0.5S
1S
0.1S
S,

++ + + +

9L

1L
0.83L
0.67L
0.25L

IV IA A IAIA

630
600
708

135 (verificare si ambalare)

0

(functia obiectiv) \
(croire si vopsire)
(coasere)
(finisare)

(nenegativitate) /

Multimea solutiilor admisibile nu se modifica, deoarece este
determinata doar de constrangeri; prin urmare, punctele de
extrem raman aceleasi
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Genti de lux (L)

1200

1000 |

800

B(300;

400 -

600

B

200 -

Solutii (regiuni) admisibile

multimea solutiilor
admisibile

0(0,0) |

|:|C1 - croire si vopsire
[ Jc2- cusut
[ le3-finisare

C4 - verificare si ambalare

C(540,

S
o

D(708,°0).

0 200 400 600 800

L L
I

1000 1200 1400
Genti standard (S)
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Solutii optime alternative (cont.)

» Calculam valoarea noii functii obiectiv 6.35 + 9L -

in punctele de extrem
“0:63:-0+9:-0=0
= A:6.3-04+9-540 = 4860
"= B:6.3-3004+9-420 = 5670

700 |

800

600

sl
T~

Solutii optimale alternative

|:| C1 - croire si vopsire
[ lc2-cusut
[ |c3-finisare

Linia prefitului maxim: 6.3S + 9L = 5670

Solutii optimale
(S =300, L =420)si
(S =540, L = 252)

C4 - verificare si ambalare |

Ty

* C:6.3-540+9-252 = 5670 3 500

*"D:6.3:-7084+9-0 =4460.4 E 400
» Valoarea functiei obiectiv este aceeasiin ® a0}
punctele BsiC oo b

= Prin urmare, orice punct de pe segmentul BC este

solutie optima 100 |

0

0

Genti standard (S)

1 | 1 1 1 1 %I'F 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

optim au aceeasi valoare a functiei obiectiv, iar alegerea finala poate fi facuta pe baza unor criterii suplimentare

[Concluzie: o problema LP cu solutii optime alternative ofera flexibilitate decizionala: toate punctele de pe segmentul]
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Problema LP nefezabila

> In practica, pot aparea probleme LP nefezabile atunci cand

= Cerintele impuse sunt prea mariin raport cu resursele disponibile
= Constrangerile suntincompatibile intre ele

» Daca multimea solutiilor admisibile este vida spunem ca problema LP este nefezabila

Ex: Consideram exemplul cu gentile de voiaj, dar adaugam noi cerinte minime de productie
» Presupunem ca managerul solicita fabricarea a cel putin 500 de genti standard si a cel putin

360 de genti de lux

» Modelul matematic devine

Max

S.t

10S +9L
0.7 +1L
0.5S +0.83L
1S +0.67L
0.1S +0.25L
1§

1L
S, L

vV IV IV IA A IA A

630
600
708
135
500
360
0

(functia obiectiv)
(croire si vopsire)
(coasere)
(finisare)
(verificare si ambalare)

(numar minim genti standard)

(numar minim genti de lux)
(nenegativitate)

~

!
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Problema LP nefezabila (cont.)

» Regiunea permisa de resurse nu se intersecteaza cu
regiunea impusa de noile cerintele minime de productie

» Reprezentarea tuturor constrangerilor

Solutii inexistente Solutii inexistente
1 2DD T T T T T T 1 ZDD T T T T T T
[ ]c1- croire si vopsire
[ ]c2-cusut
1000 - [ |C3-finisare . 1000 _
C4 - verificare si ambalare
I C5 - nr minim genti standard punctele ce satisfac
i . C6 - nr minim genti de lux ] | cerintele minime i
—_— 800 ~. 800 de productie
=) =)
s =
= =
2 600 \ | - @ 600 f -
= =
© ©
U] ]
400 Ty - - 400 F 4
™ punctele ce satisfac
constrangerile
200 - T 200  departamentelor T
D L 1 I \I D 1 1 1 1 I I

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Genti standard (S) Genti standard (S)

Concluzie: multimea solutiilor admisibile este vida; nu exista valori
ale lui S si L care sa satisfaca simultan toate constrangerile
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Problema LP nefezabila (cont.)

» Pentru aceasta problema, inexistenta
solutiilor poate fi explicata factorilor de
decizie astfel:

= Curesursele existente, nu este posibila
producerea a 500 de genti standard si
360 de genti de lux

= Analiza indica resursele suplimentare
necesare pentru ca planul sa devina
realizabil

= Managerul poate decide fie
suplimentarea resurselor, fie relaxarea
cerintelor minime de productie

.. Resurse Resurse
Resurse minime . ..
Proces existente aditionale
necesare [ore] ’
[ore] necesare [ore]
Croire si 7
vopsire T 500 + 360 = 710 630 80
1 5
Coasere E. 500 + g. 360 = 550 600 0
. 2

Finisare 500 + = .360 = 740 708 32
Verificare si 1 1
ambalare E500+1360 = 140 135 5

» Analiza problemei LP este utila pentru identificarea modificarilor necesare inainte de punerea in

aplicare a planului

Observatie: modificarea functiei obiectiv nu rezolva nefezabilitatea; problema provine

din incompatibilitatea constrangerilor cu resursele disponibile
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R R R R R,
Solutii nemarginite

» O problema LP de maximizare este nemarginita daca valoarea functiei obiectiv poate
creste oricat de mult, fara aincalca vreo constrangere

» O problema LP de minimizare este nemarginita daca valoarea functiei obiectiv poate
scadea oricat de mult, fara aincalca vreo constrangere

> Intr-o problema reald, o problema nemarginita indica, de obicei, o formulare

incompleta a modelului
= Cel mai probabil, o constrangere relevanta a fost omisa

» Din punct de vedere managerial, o astfel de situatie este nerealista
= De exemplu, intr-o problema de maximizare a profitului, arinsemna ca profitul poate creste
nelimitat
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e
Concluzii - situatii speciale in problemele LP

@lu’;iioptime alternativA / \ Kroblemé nemarsinits \
Problema nefezabila g

Apar cand o dreapta de nivel

a functiei obiectiv coincide
cu o latura a frontierei
regiunii fezabile

Idee-cheie: exista mai multe

solutii cu aceeasi valoare

optima

Interpretare manageriala:

decidentul are flexibilitate si
ate alege folosind criterii

Apare cand multimea
solutiilor admisibile este vida

Idee-cheie: constrangerile
nu pot fi satisfacute simultan

Interpretare manageriala:
trebuie relaxate cerintele sau
suplimentate resursele;
modificarea functiei obiectiv

po
Qplimentare /

Apare cand valoarea functiei
obiectiv poate creste/scadea
nelimitat fara incalcarea
constrangerilor

Idee-cheie: nu exista optim
finit
Interpretare manageriala:

de obicei, modelul este
incomplet; probabil lipseste

Qrezolvé problema /

Qonstréngere relevanta /

Idee finala: aceste situatii arata ca interpretarea modelului LP este la fel de importanta
ca rezolvarea numerica a acestuia
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Rezumat
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» Am formulat modele LP pentru doua probleme
= maximizare a profitului
" minimizare a costurilor
) Am determinat solutia optima folosind metoda grafica
» Un model LP contine

1) O functie obiectiv liniara, care se maximizeaza sau se
minimizeaza

2) Un set de constrangeri liniare

3) Variabile de decizie nenegative

» Pentru forma standard

! Constrangerile de tip < se transforma in egalitati prin variabile
de reducere

! Constrangerile de tip = se transforma in egalitati prin variabile
de surplus

= QOvariabila de reducere indica, de obicei, o resursa neutilizata
= QO variabila de surplus indica depasirea unui nivel minim impus
» Modelul LP este in forma standard cand toate
constrangerile sunt scrise ca egalitati
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Rezumat
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» Daca o problema LP este nefezabila sau nemarginita, nu
exista solutie optima finita
1 Tn cazul nefezabilitatii, nu exista nicio solutie admisibil
1 Tn cazul unei solutii nemarginite, functia obiectiv poate deveni
= Oricat de mare, pentru o problema de maximizare
= Oricat de mica, pentru o problema de minimizare

> In cazul solutiilor optime alternative
1 Exista mai multe solutii optime

! Daca doua puncte de extrem sunt optime, atunci toate punctele
de pe segmentul care le uneste sunt, de asemenea, optime
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Rezumat

intrebari finale
Care sunt variabilele de decizie?
Ce constrangeri limiteaza modelul?

Ceinseamna solutia optimain
context managerial?
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Programarea liniara

v'Formularea problemei
v'Metoda grafica

R t Problema LP de maximizare
v'Formularea problemei
v'"Modelul matematic
v'Metoda grafica

v'Variabile de reducere

Problema LP de minimizare

v'Metoda grafica
v'Variabile de surplus

Situatii speciale in problemele de programare liniara

v'Solutii optimale alternative
v'Solutii nefezabile
v'Solutii marginite

— Programarea liniara: analiza de senzitivitate si interpretarea
solutiei
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